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El movimiento browniano es un movimiento
aleatorio continuo que ha permitido modelar muchos
fenomenos que ocurren en la naturaleza. En la
presente vamos a estudiar el movimiento browniano
partiendo de un paseo aleatorio y llevandolo al
limite en probabilidad para luego aplicarlo en un
paper sobre contaminacion ambiental.

Introduccion

En 1827, el bidlogo y botanico escocés Robert
Brown vio como una particula de polen Clarkia
pulchella se movia sin orden o patron alguno en el
agua, de manera aleatoria. Sin embargo, ese
fendmeno recién seria comprendido anos después,
cuando los cientificos Thorvald y Einstein
describieron matematicamente este fendmeno (en
1880 y 1900 respectivamente). Con el paso del
tiempo, se obtuvieron mas resultados y se hallaron
multiples aplicaciones en diferentes areas
académicas como finanzas, fisica, biologia, etc;
modelando diversos fendmenos.
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Paseos aleatorios

Imaginemos que tengo un moneda normal y la lanzo muchas
veces, si obtengo cara gano un sol, si obtengo sello, pierdo un
sol. Asi muchas veces, jqué se obtiene?

Formulacion matematica

La variable aleatoria Xj va a describir el movimiento hacia
algin punto (en Z seria +1 o —1),

XT:w—+106 —1
describe esto. Los siguientes pasos seran Xy, X3 y asi en

adelante. Denotaremos S,, la posicion del paseo en el tiempo
n, podemos escribir:

Sn=X+X1+X2+"‘+Xn-
donde x es el punto de inicio del paseo aleatorio.

Los { Xk } k>0 son independientes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) con distribucidn

P{Xy = 4+1} =P{X, = —1} = %

Limite de los paseos aleatorios

Ahora nos podemos hacer la siguiente pregunta, jqué ocurre si
doy mas pasos en menos tiempo? Es decir, vamos a estudiar el
comportamiento global de la funcion ¢ : kK — Sy que se
define en Z. Para n € Z, y para todo real t > 0 definimos

donde [x] denota la parte entera del niumero real x.
Proposicion: Para toda eleccion del entero p > 1 y niimeros
reales0 = tpg < 7 < --- < t,, se obtiene:

(s, s ... sty 2 Uy, Uy, .., U).
Cuando n — o0, la ley limite es caracterizada como sigue:
» Lasv.a.'s Uy, Up — Ug,y ..., U, —
» paratodoj € {1,...,p}, Ui — U;_1 es una v.a. con
distribucion normal de media cero y varianza t; — t;_j.

p—1 son independientes;

Definicion del movimiento browniano

Llamamos movimiento browniano a la familia (B¢)ter, de
v.a.'s con valores en R definidas en un espacio de probabilidad
(2, F,P), tales que:

» Independencia de incrementos B(t) — B(s), parat > s, es
independiente del pasado, esto es, de B, 0 < u < s.

» (Incrementos normales) B(t) — B(s) tiene distribucidn
normal con media 0 y varianza t — s.

» (Continuidad de caminos) B(t), t > 0 son funciones
continuas de t.

Contaminacion ambiental

El movimiento browniano también ha sido una herramienta util
en algunos trabajos contra la contaminacion ambiental. En el
articulo "Texture characterization of atmospheric fine particles
by fractional Brownian motion analysis’ investigadores
asiaticos utilizan el movimiento browniano para crear una
nueva caracterizacion de las particulas de la capa atmosférica,
para asi reconocer y estudiar a las particulas mas toxicas.
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